
Лекция 10 

Сложное сопротивление
Косой изгиб 

Изгиб с растяжением
Изгиб с кручением



СЛОЖНОЕ СОПРОТИВЛЕНИЕ

В общем случае нагрузка на брус может быть такой, что в его поперечных
сечениях возникает одновременно несколько внутренних усилий.

Комбинацию простых видов сопротивления называют сложным
сопротивлением.

Расчеты на прочность и жесткость бруса при сложном сопротивлении
основываются обычно на принципе независимости действия сил
(суперпозиций), при котором каждый из простых видов сопротивления
рассматривают независимо от остальных.

Полные напряжения и деформации, возникающие в упругой системе,
определяют путем геометрического сложения напряжений и
перемещений, соответствующих простым видам сопротивления.

В зависимости от сочетания внутренних усилий сложное сопротивление
условно подразделяют на три вида:
- косой изгиб;
- изгиб с растяжением;
- изгиб с кручением.



Косой изгиб – частный случай сложного сопротивления, при котором силовая плоскость 
не совпадает с главными плоскостями инерции.
Главная плоскость инерции – плоскость, проходящая
через геометрическую ось бруса и главную ось инерции
Главные оси инерции - три взаимно перпендикулярные
оси, проходящие через центр масс тела

КОСОЙ ИЗГИБ

В начале движения мостового крана вдоль пролета
цеха, и при его торможении возникает горизонтальная
сила вследствие инерции груза

В общем случае косого изгиба в поперечных сечениях возникают четыре внутренних 
усилия: две поперечные силы Qz, Qy и два изгибающих момента Mz, My. 
Влиянием поперечных сил на прочность и жесткость при расчете длинных балок часто 
пренебрегают ввиду их малости и учитывают только изгибающие моменты.

При въезде автомобиля на наклонную плоскость линия 
действия силы F не совпадает ни с одной из главных 
плоскостей инерции поперечного сечения балки



Изгибающий момент М (а) в сечении раскладывают на две его составляющие, 
действующие в главных плоскостях инерции (б)

Нормальные напряжения в произвольной точке с координатами z, y определяют
суммой напряжений от моментов Mz, My (в)

Напряжения при косом изгибе 

От каждого из внутренних усилий 
возникают нормальные напряжения,
приложенные к одной паре площадок. 

Две другие пары площадок свободны от 
напряжений. 
Имеет место линейное напряженное 
состояние. 



Напряжения при косом изгибе 

Из рисунка следует, что опасными являются точки, в которых складываются 
напряжения с одним знаком, то есть точки A и C: 

Взаимное положение 
силовой плоскости и 
главных плоскостей 
инерции при косом 
изгибе (а)

внутренние усилия в 
произвольном сечении бруса (б)

характер распределения 
напряжений в произвольном 

сечении бруса (в)

напряженное состояние в 
произвольных точках 

поперечного сечения бруса (г)



РАСЧЕТ НА ПРОЧНОСТЬ ПРИ КОСОМ ИЗГИБЕ

Выполняют три вида расчетов:
- поверочный;
- проектный;
- определение допускаемой нагрузки.

Условие прочности



Для двутавров от № 10 до № 60 отношение
𝑾𝒛

𝑾𝒚
изменяется в диапазоне от 6,12 до

14,07. Поэтому в первом приближении принимают среднее число из указанного
диапазона (например, 10). Подбирают профиль, а затем выполняют поверочный
расчет. Следующая проба – уточненная. Перегрузку выше 5 % не допускают.

Проектный расчет

Требуемый размер𝑾𝒛 поперечного сечения находят из условия прочности

Искомый параметр 𝑾𝒛 находится по обе стороны от знака неравенства. 
Полученное уравнение – трансцендентное. Такие уравнения решают методом 

итераций, то есть методом последовательных приближений.

Для стандартного прокатного профиля (двутавра, швеллера…) отношение
𝑊𝑧

𝑊𝑦

зависит от размеров профиля.



Пример 1.

Подобрать размер двутавра для консольной балки, 

нагруженной распределенной нагрузкой.

Дано:

Решение. Из условия прочности при косом изгибе





Вывод: напряжения при косом изгибе больше, чем при плоском изгибе в 2,29 

раз. Косой изгиб опаснее плоского. 



Изгиб с растяжением – частный случай сложного сопротивления, при 
котором на брус действуют продольные и поперечные нагрузки, 
пересекающие ось бруса

В общем случае в поперечных сечениях возникают пять внутренних 
усилий: действующие в двух плоскостях изгибающие моменты Mz, My, 
поперечные силы Qz, Qy, а также продольная сила N. Возникает сложный 
изгиб с растяжением или сжатием.

Пренебрегая касательными напряжениями от поперечных сил Qz, Qy (для 
длинных балок с отношением ℓ/h > 10 их влияние незначительно), можно 
считать напряженное состояние в опасных точках линейным. 

ИЗГИБ С РАСТЯЖЕНИЕМ 



Внецентренное растяжение – частный случай изгиба с растяжением, при
котором брус растягивается силами, параллельными оси бруса так, что их
равнодействующая не совпадает с осью бруса, а проходит через точку Р,
называемую полюсом силы.

Внецентренное растяжение или сжатие 

Примеры деталей и узлов, работающих при 
внецентренном нагружении

Болт-костыль Сварное соединение



Внутренние усилия и напряжения

В произвольном сечении х бруса (а) методом сечений определяем внутренние усилия

Схема к определению внутренних усилий и напряжений 
при внецентренном приложении силы



Отличны от нуля три внутренних усилия (б), от которых возникают нормальные 
напряжения, действующие по одной из трех пар граней (в); 
две другие пары граней свободны от напряжений. 

Напряжения в произвольной точке являются суммой трех слагаемых

Имеет место линейное напряженное состояние

Расчет на прочность при внецентренном нагружении

Поверочный расчет



Подобрать диаметр стержня выпускного клапана. При расчете использовать 

усилие F в момент открывания клапана в конце рабочего хода поршня.

Пример 2.

Дано:





ИЗГИБ С КРУЧЕНИЕМ

Изгиб с кручением – вид сложного сопротивления, при котором в поперечном сечении 
бруса возникают изгибающие и крутящий моменты.

Определение внутренних усилий
при изгибе с кручением

Рассмотрим случай, при котором внешние силы 
располагаются в плоскости поперечного сечения, но 
не пересекают геометрическую ось х (а). 
Силу F разложим на ее составляющие Fz, Fy. 
Методом сечений определим внутренние усилия в 
произвольном сечении х (б).

Спроецировав все силы на координатные оси и 
составив уравнения моментов относительно 
координатных осей, найдем внутренние усилия. 
Из шести внутренних усилий не равно нулю пять. 



Таким образом, учитывают только три 
момента: крутящий и два изгибающих. От 
них возникают три напряжения: одно 
касательное и два нормальных (б). 

Анализ напряженного состояния

На выделенном элементе В показаны 
действующие по его граням напряжения. 

От поперечных сил и крутящего момента 
возникают касательные напряжения 𝝉𝑸𝒚 𝝉𝑸𝒛 𝝉𝑻. 

От изгибающих моментов – нормальные 
напряжения σ′ и σ″. Для длинных валов и балок 
(ℓ > 10 d) влиянием поперечных сил часто 
пренебрегают.

ИЗГИБ С КРУЧЕНИЕМ



Расчет на прочность при изгибе с кручением

𝑴прив. - приведенный момент, действие которого эквивалентно совместному 

действию 𝑴𝒚,𝑴𝒛, 𝑻 в соответствии с используемыми теориями прочности

По III теории прочности (наибольших касательных напряжений)

По IV теории прочности (энергетической) 

Как при изгибе, так и при кручении круглого сечения опасными являются точки 
на периферии.

Для круга и кольца



Пример 3. 
Вал с кривошипом подвергается действию силы F = 3,5 кН.
Определить диаметр вала по третьей теории прочности при [σ] = 160 МПа; ℓ = 50 см, 
а = 10 см. 

Внутренние усилия определяем методом сечений: 
- рассекаем вал на две части в произвольном сечении х; 
- отбрасываем одну из частей (б); 
- заменяем действие отброшенной части внутренними 
усилиями и в координатной системе xyz составляем 
уравнения статики 

Строим эпюры изгибающего и крутящего моментов, 
действующих в поперечных сечениях вала (в и г). 

Решение:



Находим приведенный момент в опасном сечении – в защемлении: 

Из условия прочности при изгибе с кручением

находим момент сопротивления

откуда

Округлив до большего значения, принимаем диаметр вала d = 50 мм. 


